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Reading による Cambrian lattice を一つ挙げて
おく［18］。本論文は 321-avoiding permutation を弱
Bruhat 順序に制限した束構造に対する考察［25］











　1. すべての x∈ Pに対して x 侑 x
　2. x, y ∈ Pに対して x 侑 y,y 侑 x ならば x=y









おける任意元 x, y に対して x 侑 z かつ y 侑 z と
なる元 zの中で最小であるものが存在して、な
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2. {1, 2, ..., n} における部分集合全体に対し、大
小関係X 侑 YをX⊂ Yにより定めたものを
考える。包含関係から誘導されるこの半順序


























定義 2. 3.半順序集合 Pに対して以下の条件を
満たす関数 μ : P×P→ Zはただ一つ存在して、
特にMöbius 関数という。
　1. x と y に大小関係がないときは μ（x, y）=0
　2. Σx≤ z 侑 y μ（x, z）=δx, y
　ただし δx, y はクロネッカーのデルタ、即ち
x と y が等しければ 1、それ以外では 0を表す
ものとする。
　とくにPに最大元 1^、最小元 0^が存在すると





1. Np における Möbius 関数は n=m+1 ならば
μ（［m, n］）=－1, それ以外は μ（［m, n］）=0
2. 集合 {1, 2, ..., n} 上の Boole 代数 Bn のMöbius
関数は μ（Bn）=（－1）n
3. DNにおいて x が y の約数であるとき x―
yを素
因数分解したときすべて異なる r個の素数の
積になっていたら μ（［x, y］）=（－1）r となり、
それ以外では μ（［x, y］）=0
4. μ（Πn）=（－1）n－1（n－1）!



















　束 LにおいてATM（L）: ={ x ∈ L|0^⋏ x } を
atom の集合として、ATM（L）に対して全順序
◁を入れたものを考える。
定義 2.4.　atom の集合 X ⊂ ATM（L）が BB
（Bounded Below の略）であるとは a∈ ATM
（L）╲X, a≤∨Xが存在して、すべての x∈X











　μ（L）=μ（［0^, 1^］）=ΣX : NBB,>X＝ 1^（－1）♯X
　が成立する。







crossing Spanning Tree の数え上げに帰着さ
れ符号を除きMöbius関数はCatalan数となる。
また弱 Bruhat 順序においてMöbius 関数の値





2. 3　Pattern Avoiding Permutations
　本節ではPattern Avoiding制限を導入する。
集合 {1, 2, ..., n} における置換（permutation）
σを σ=σ（1）σ（2）・・・σ（n）と表記する。この
ような置換全体を Sn と表記する。たとえば S3
の置換は 123, 132, 213, 231, 312, 321 の 6 個で
ある。一般に Snにおける置換の総数は n! で与
えられる。今 τ∈ Sn が π∈ Sk のパターンを含
んでいるとは τの部分列 τ（i1 ）τ（i2 ）・・・τ（ik）,
（1≤ i1<i2<・・・<ik 侑 n）が存在してその大
小関係が πと等しくなるという時をいう。たと




定義 2. 6.　自然数 n, k において置換 σ∈ Sn お
よび π∈Skにおいて σが π-avoiding permutation




定理 2.2.　π∈ S3 を一つ固定する。このとき









Catalan objects とよばれ現在 180 ほど知られ
ている。特に Lattice Path との全単射対応に
関しては Claesson およびKitaev の論文に多く
の具体例とともにまとめられている。とくに彼
らは置換における重さ（desent, peak, valley, 













余談 2. 3.　対称群と Catalan 数のつながりを
示唆する事象は 3-length-pattern avoiding per-
mutation の個数が Catalan 数で与えられるこ
と以外にも多く知られている。（例えば対称群
に付随するA型ルート系から定まる Shi 配置
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定理 3. 1.　Sn における 123-213-132-avoiding-
permutation 全体の個数はは変形 Fibonacci 多
項式列 { fn（q）} において q=1 としたときの値
に等しい。また q=－1 によって対応する弱
Bruhat 順序におけるMöbius 関数を得る。




定理 3.2.　最小元 0^および最大元 1^を持つ半順
序集合 PにおけるMöbius 関数 μ（P）の値は 0^
を始点、1^を終点とする chain 全体に対して、









定理 3. 3.　Sn における 321-avoiding permuta-
tion 全体に弱ブリュア順序を入れたときのMö-











　この節において Fibonacci 数を 1 : 重さ関
数、2 : 再帰式、二つの視点から一般化する。
Fibonacci 数列 { fn } とは f0=1, f1=2, fn=fn－1+fn－2
で特徴づけられる数列である。（多くの文献に




　集合 {1, 2, ..., n} における部分集合で、連続
する整数を含まないような部分集合（これを


























Proof.初めにP0={㽿}, P1={㽿 , { 1 } }, P2={㽿 , { 1 }, { 2 } }
である。ゆえに wt（P0）=1=f0（q）, wt（P1）=1+q
=f1（q）, wt（P2）=2+q=f0（q）となり fn（q）=wt（Pn）
は n≤ 2 で成立する。
　今
　1. An を Pn の部分集合族で nを含まないよう
なもの。
　2. Bn を Pn の部分集合族で nを含むもの。
と定める。明らかに
wt（An）+wt（Bn）=wt（Pn）

















k=4, ... f kk-1=2 
k-1
　2. f nk=f kn-1+ f 
k
n-2+ ...+ f 
k
n-1

















再帰式の側面から f kn を定めた。次に fn（q）およ
びf knを踏まえて多項式{ f n
k（q）}を以下で定める。
　1. f i
k（q）=（1+q）i, for 0 侑 i 侑 k-1
　2. f kn（q）=Σ ki=1 qi-1 f kn-1（q）
　とくに q→ 1として k-Fibonacci 数を、k→ 1
によって変形Fibonacci 多項式を復元する。
命題 3. 3.　P kn を {1, 2, ... n} における k-sparse
集合としたとき
f kn（q）=ΣX㱨 qP kn q♯X
　となる。












n における nを含み、n-1 を含
まないような部分集合族
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　3. Ak（n-k＋1）を P
k

















　同様にして1≤ i≤ k Ak（n-1）と部分集合族P
k
（n-1）





wt（P kn）=Σ1 侑 i 侑 kwt（Ak（n-i） =Σ1 侑 i 侑 kqi-1・wt（P kn-1）　
　を得る。よって求める結論を得る。
3. 2　k（k－1 ）・・・1-avoiding permuta-
tion について
 Sn を弱 Bruhat 順序を込めた n次対称群と
する。このとき Sn は束の構造を持つことが知
られている。Sn（k（k－1）・・・1）で Sn におけ
る k（k－1）・・・1-avoiding permutation の集
合を表す。
補題 3. 1.　Sn（k（k－1）・・・1）は Sn の lower 
ideal となる。とくに束となる。
Proof. 弱 Bruhat 順序における被覆関係 σ⋏ τ
において σにおいて k（k-1）・・・1-pattern が
あれば、τも k（k-1）・・・1-pattern を含むこ
とが分かる。即ち k（k-1）・・・1-pattern を含
む置換の集合は upper ideal となる故、補集合
で あ る k（k-1）・・・1-avoiding permutation
は lower ideal となる。
　Sn（k（k-1・・・1）における join の特徴的な
性質を述べる。
補題 3. 2.　∨ { σi, σi+1, ...σi+p }=1^⇐⇒p≤ k－2
Proof. 証明の概略を述べる。∨ { σi, σi+1, ...σi+p }






ATM（Sn（k（k-1）・・・1））={ σ1, σ2, ...σn－1}（ 但
し σi=（i, i+1 ））に全順序◁を
σ1 ◁ σ2 ◁・・・◁ σn－1
　で定める◁に基づいてNBB基底の形を決め
る。
命題 3. 4.　atomの集合 {σi1, σi1+1, ...σi1, σi2, σi2+1, 
...σj2,...σip, σip+1, ...σjp } が join をとれば 1^となる
NBB 基底である。（但し 1 ≤ i1 侑 j1<i2 侑 j2<
・・・侑 ip侑 jp侑 n－1, jl－il+1侒 2 for 1侑 l侑 p－1）
　⇐⇒
　（i1, i2, ..., j1 ）=（1, 2, ...k－1）かつ j2－i2 侑 k－




　{σi1, σi1+1, ...σj1, σi2, σi2+1, ...σj2, ...σip, σip+1,...σjp}
　と一般性を失わない形で置くことができる。
（但し 1 侑 i1 侑 j1<i2 侑 j2<・・・侑 ip 侑 jp 侑 n－1, 
jl－il+1 侒 2 for 1 侑 l 侑 p－1）
　このとき∨ {σi1, σi1+1, ...σj1, σi2, σi2+1, ...σj2, ...σip, 
σip+1, ...σjp} は 対 称群 Sn－1 の 元 として c（（i1, 
i1+1 ）,（i1+1, i1+2 ）, ...,（j1, j1+1 ））・c（（i2, i2+1 ）,
（i2+1, i2+2 ）, ...,（j2, j2+1 ））・...c（（ip, ip+1 ）,（ip+1, 
ip+2 ）,...,（jp, jp+1 ））となる。ただし c（X）で互
換の集合Xが生成する部分群における最長元
を表すものとする。joinをとれば1^となるので、
j1－i1, j2－i2, ...jp-ip のうち少なくとも一つは k-
2 以上となる。今ある 1 侑 q 侑 p に対して jq－
iq 侒 k－2 と仮定してさらに jq－iq>k－2 である
とする。このとき∨ {σiq+1, σiq+2, ...σjq} は k（k－
1）・・・1-pattern を持つので join は 1^となり、
かつ σiq<1
^より NBB基底であるためには jq－iq
侒 k－1 となることはできない。よって jq－iq=k
－2 となる。
　次に 1 侑 r 侑 s 侑 p に対して jr－ir=js－is=k－2
であるとき、∨ {σis, σis+1, ...σjs}=1
^かつ σir<1
^より
NBB 基底であるためには jr－ir=js－is=k－2 な
らば r=s でなくてはならない。
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k（k－1）・・・1-pattern avoiding 束の構造について（冨江雅也）
　まとめると 1 侑 t 侑 p について jt－it 侑 k－2 で
あり、ju－iu=k－2 となる u がただ一つ存在す
る。一方で σ1<1
^より u=1 の場合のみ NBB 基
底となる。
　命題3. 5.　wt（{X|∨X=1^, X : NBB}）=qk-1f kn-k－1（q）
　Proof. Sn においてXが∨X=1^となる NBB
基底であることは
　X={σ1, σ2, ...σk－1, σi2, σi2+1, ...σj2, ...σip, σip+1, ...σjp}（但
し j2－i2 侑 k－3, j3－i3 侑 k－3, ...jp－ip 侑 k－3）
という表示を持つ時である。このとき
　ΣX䁡{1,2, ...n－1} : NBB, ∨X=1^ q|X| の値は {σ1, σ2, ...σk－1} ⊂
Xに着目して、qk－1ΣY : k－sparse in{1, 2, ...n－k－1} となる。
　これらの結果を併せて
　定理3.5.　一般変形Fibonacci 多項式 qk-1f kn-k-1

























る。Tamari Lattice に関しては Reading によ
るCambrian Lattice まで一般化されている［18］。
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